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Diofantikus egyenletek, egyenlet családok esetében fontos kérdés a megol-
dásszám és konkrét esetekben az összes megoldás meghatározása. Algebrai
görbék egész (S-egész) pontjaira általános végességi tételt 1929-ben Siegel
[86] bizonyított. Mordell [66] 1922-ben egy igen fontos sejtést fogalmazott
meg, algebrai görbéken csak véges sok racionális pont van, ha a görbe gé-
nusza legalább 2. Chabauty [22] igazolta, hogy a sejtés igaz olyan görbék
esetében, amelyeknek a Jacobianjának a rangja kisebb, mint a görbe gé-
nusza. Chabauty módszerét felhasználva konkrét görbék esetében korlátot
tudunk adni a pontok számának maximumára és sok esetben ez a korlát
éles. Mordell sejtését 1983-ban Faltings [33] bizonyította be.
A diofantikus egyenletek egyik legismertebb problémája a "nagy Fermat-
tétel". Ez a sejtés több mint 350 éven keresztül megoldatlan maradt, nagyon
sok kutató és amatőr matematikus próbálta igazolni, végül Andrew Wiles
[106] bizonyította be. A bizonyításban kulcsszerepet játszott az elliptikus
görbék elmélete és az úgynevezett Frey-görbék.
Ezen témakörökkel intenzíven foglalkozik több számelméleti kutatócso-
port a világ különböző országaiban. Az elmúlt évtizedekben új módszere-
ket dolgoztak ki, amelyek között viszonylag kevés kapcsolat volt. Ilyenek
például az elemi módszerek, Runge-módszer [40], [52], [81], [105], aritmeti-
kai geometriai eszközök (Chabauty-módszer [21], [22], [25], [34], elliptikus
Chabauty-módszer [15], [16], [14], Demjanenko-módszer [27], [37], [51], [59]),
Baker-módszer [5], [6], [7], [43], [88].
A következő részben áttekintünk néhány klasszikus diofantikus számel-
mélethez kapcsolódó problémát, amelyek a disszertáció témájával szorosan
összefüggenek.
Euler 1770-ben egy Lagrangenak írott levelében megadott 4×4-es négy-
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zetszámokból álló bűvös négyzetet. Lucas 1876-ban megfogalmazta a prob-
lémát, hogy 3 × 3-as esetben létezik-e csupa négyzetszámokból álló bűvös
négyzet. A kérdést 1984-ben LaBar újra felvetette. Robertson [79] megmu-
tatta, hogy a problémának pontosan akkor létezik megoldása, ha az
En : y
2 = x3 − n2x
elliptikus görbén létezik 3 egész pont 2En(Q)-ban, amelyeknek x-koordinátái
számtani sorozatot alkotnak. Érdekesség, hogy ez a görbe család lép fel
a kongruens számok vizsgálatánál is, így ezzel kapcsolatban az irodalom
sok szép eredményt tartalmaz, számtani sorozatokkal kapcsolatban példá-
ul a [13] és [89]. A fenti probléma általánosítható algebrai görbék esetére
is. Adott algebrai görbe pontjai között keresünk olyanokat, amelyeknek x-
koordinátái számtani sorozatot határoznak meg. Az y2 = f(x) egyenletnél,
ahol f fokszáma kettő, Allison [1] adott meg egy végtelen családot, amely 8
hosszú számtani sorozatot tartalmaz. Többen vizsgálták a Pell egyenleteken
található számtani sorozatokat, például [29], [73]. Az y2 = f(x) egyenlet-
nél, ahol f fokszáma három, elliptikus görbe pontjai között keresünk hosszú
számtani sorozatot az x-koordinátákban, itt Bremner [12] és Campbell [20]
határoztak meg végtelen családokat, amelyek esetében 8 hosszú számtani
sorozat létezése garantált. Speciálisan a Mordell görbékkel
y2 = x3 + k
kapcsolatban Lee és Vélez ért el eredményeket [53]. Egy génuszú görbék
alábbi családjait is sokan vizsgálták,
Edwards görbék: Ed : x2 + y2 = 1 + dx2y2,
Huff görbék: Ha,b : ax(y2 − 1) = by(x2 − 1),
negyedfokú modell: Q : y2 = f(x), ahol deg f = 4.
Moody [64] megmutatta, hogy az Edwards görbék esetében létezik olyan d
érték, amelyre a görbén található legalább 9 hosszú számtani sorozat. Huff
görbékre Moody [65] igazolta, hogy 9 hosszú számtani sorozat létezik a b =
1/2 választás mellett. Negyedfokú modellnél létezik olyan görbe, amelyen
14 hosszú számtani sorozat található, illetve létezik olyan végtelen család,
ahol ez a hossz 12, ezen eredmények a következő publikációkban tárgyaltak:
[3], [58] és [102]. Génusz kettes esetben a két vizsgált hiperelliptikus modell
az y2 = f(x) alakban adható meg, ahol f fokszáma 5, illetve 6. Amikor f
fokszáma 5 a [2] és [104] eredmények alapján tudjuk, hogy létezik 12 hosszú
számtani sorozat egy végtelen család esetében. Amikor pedig f foka 6 [104]
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alapján létezik 18 hosszú számtani sorozat és végtelen család esetében 16
hosszú sorozat. Érdekes kapcsolódó eredmény található szimultán számtani
sorozatokról a [83] cikkben. A görbe valós pontjait tekintve olyan (xk, yk)
sorozatot keresünk, ahol az x-koordináták és az y-koordináták is számtani
sorozatba rendezhetőek. A szerzők megmutatták, hogy ebben az esetben
4319 felső korlát a pontok számára.
Lineáris rekurzív sorozatokban található négyzetek, köbök, teljes hatvá-
nyok vizsgálata már hosszabb múltra tekint vissza. Pethő [71], [72], [70],
Robbins [77], [78], Shorey és Stewart [84], [85] eredményeit emelném ki.
Különösen népszerû téma a Fibonacci és Lucas sorozatokban található tel-
jes hatványok vizsgálata. Itt Pethő eredményei mellett Bugeaud, Mignotte
és Siksek megjelent cikkét [18] említeném meg, amelyben meghatározták
a teljes hatványokat Fibonacci és Lucas sorozatokban Baker-módszer és
moduláris-módszer segítségével. Teljes hatványok mellett az úgynevezett
figuratív számok meghatározása is kutatott terület. A Fibonacci, Lucas
és Pell sorozatokban előforduló trianguláris, pentagonális és heptagonális
számok vizsgálatával foglalkozó matematikusok közül J. H. E. Cohn [24],
Katayama [49], Ming Luo [62], [63], V. S. R. Prasad és Srinivasa Rao [74],
[75] nevét említeném meg.
1.1. A kutatás célkitűzései
Az értekezésben sorozatokkal kapcsolatos diofantikus számelméleti problé-
mákkal foglalkozunk. Az előző fejezetben példákat adtunk rá milyen kuta-
tásokat, kutatási irányokat adtak a tradicionálisan a témakörben felbukkanó
sorozatok, a rekurzív sorozatok és a számtani sorozatok. A konkrét célkitű-
zéseket a következő két pontban tudjuk összefoglalni:
• sorozatok diofantikus egyenletek megoldásai körében,
• sorozatok tulajdonságaival kapcsolatos diofantikus egyenletek.
Az első pont esetében a következő eredményeket tekintjük át. Pethő 2010-
ben [69] kitűzött néhány számelméleti problémát, az egyik norma forma
egyenletek megoldásaira vonatkozott. Ezt a kérdést sikeresen megválaszol-
tuk Ulas lengyel matematikussal közösen [99]. A bevezető részben említésre
kerültek eredmények algebrai görbék pontjai és számtani sorozatok kapcso-
latára vonatkozóan. Két általánosított Huff modell esetében vizsgáljuk az
egész pontokat felhasználva a Runge-módszert és ennek segítségével adunk
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a kapcsolódó számtani sorozatokra vonatkozó eredményeket [96]. A Markoff
egyenlet esetében felbukkan egy Fibonacci számokra épülő azonosság:
1 + F 22n−1 + F
2
2n+1 = 3F2n−1F2n+1.
Luca és Srinivasan [54] megvizsgálta léteznek-e más hasonló megoldások,
megoldás családok, amelyekben csak Fibonacci számok szerepelnek. A
módszerükben egyes lépések erősen kihasználták a Fibonacci sorozat tu-
lajdonságait. Sikerült kiterjeszteni az eljárásukat [97] olyan módon, hogy
Markoff-Rosenberger egyenletek esetében is meghatározhatóvá váltak a spe-
ciális rekurzív megoldások.
A második részben sorozatok közös elemeinek vizsgálatával kapcsolatos di-
ofantikus egyenleteket tekintünk. A diofantikus számelméletben számos
könnyen megfogalmazható nehéz probléma ismert. Sok esetben a megoldás-
hoz új módszerekre, illetve módszerek megfelelő kombinálására van szükség.
Az értekezés második részében egy mai napig igen aktív szerteágazó témával
foglalkozunk. Egymást követő egészek szorzata nem lehet teljes hatvány, ez
Erdős és Selfridge [32] klasszikus diofantikus eredménye. Később Erdős és
Graham [31] felvetett egy még általánosabb problémát, amely blokkok szor-
zataival kapcsolatos. Négy hosszú blokkok esetén Ulas [103] megmutatta,
hogy létezik végtelen sok megoldás, a várakozásokkal ellentétben. Legalább
öt darab 5 hosszú blokk esetében Bennett és Van Luijk [10] nyert hasonló
eredményt. A nyitott esetek közül az értekezésben vizsgáljuk a két négyes
blokk szorzatával összefüggő problémát, azaz az
x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)(x+m)(x+m+ 1)(x+m+ 2)(x+m+ 3) = y2
diofantikus egyenletet. Hatékony algoritmust adunk az összes megoldás
meghatározására rögzített m esetén. Továbbá vizsgálunk olyan eseteket is,
ahol a blokkok hossza nem feltétlenül azonos:
x(x+ 1)y(y + 1)(y + 2)(y + 3) = z2,
illetve nem egymást követő egészek blokkjait tekintjük, hanem számtani
sorozat egymást követő elemeiét:
(x− b)x(x+ b)(y − b)y(y + b) = z2.
Bevezetjük az Erdős-Graham probléma additív általánosítását és ezekkel
kapcsolatban igazolunk effektív végességi eredményeket, illetve bizonyos
speciális esetekben az összes megoldást meg tudjuk határozni. Az Erdős-
Graham problémakörhöz kapcsolódó eredményeim a következő cikkekben
szerepelnek: [46, 100, 98, 95].
dc_1892_21
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
5
Polinomok által reprezentálható lineáris rekurzív sorozatok elemeivel
kapcsolatban Nemes és Pethő [67] nyert szép eredményt, amelyben meg-
adják milyen esetekben létezhet végtelen sok egész (n, x) megoldása a
P (x) = Rn
egyenletnek. A leírásban szereplő polinomok esetében előfordulhat, hogy
csak véges sok megoldás létezik, ahogyan a szerzők ezt példával is illusztrál-
ták. Az eredményt olyan irányban terjesztettük ki, hogy megadtunk poli-
nomokat, amelyek esetében garantáltan létezik végtelen sok egész megoldás.
A kérdéskörrel kapcsolatosan több eredmény is található az irodalomban,
amelyekben konkrét polinomok és konkrét sorozatok esetében határozzák






= Rn egyenlet. Több sorozat esetén is vizsgálták a problémát kis
k értékek mellett: Kovács [50], McDaniel [61], Ming [56, 57], Szalay [92, 91].
A vizsgált esetekben a probléma legfeljebb 1 génuszú algebrai görbe egész
pontjainak meghatározására vezethető vissza. A 2 génuszú görbékre vezető










egyenleteket. A kapcsolódó eredmények a [94, 101] publikációkban találha-
tóak.
1.2. A vizsgálati módszerek
A disszertációban vizsgált problémák egy közös jellemzője az adott diofan-
tikus egyenletek összes megoldásának meghatározása, illetve bizonyos ese-
tekben jellemzése. Az eredmények esetében felhasznált legfontosabb mód-
szereket tekintjük át ebben a fejezetben. A módszereket a két célkitűzés
mentén tekintjük át.
Sorozatok diofantikus egyenletek megoldásai körében.
A Pethő-problémával kapcsolatos eredmények esetében a kérdést sike-
rült polinomiális egyenletrendszerre visszavezetni, amelyekre vonatkozóan
több hatékony numerikus módszert is kidolgoztak már. Ezek a numerikus
módszerek viszont a valós vagy a komplex számok felett tekintett rendsze-
reknél alkalmazhatóak. Esetünkben a változók egészek vagy racionálisak. A
Gröbner-bázisok segítségével sikerült egy bonyolult, de 6 változó helyett
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csak 3 változót tartalmazó egyenletre redukálni a problémát. Az eredmé-
nyes numerikus vizsgálatot felhasználva a negyedfokú felületet függvénytest
feletti görbeként kezelve a kérdés 0 génuszú függvénytest feletti görbe
pontjainak parametrizációjára vezet.
A Huff görbék esetében elliptikus görbék egy modelljéről beszélünk.
Elliptikus görbék egész pontjainak meghatározására az elliptikus logaritmus
módszer egy hatékony eszköz. Mivel elliptikus görbék Mordell-Weil csoport-
jának a rangjának meghatározására nem ismert algoritmus, így a gyakorlat-
ban előfordulhatnak görbék, amelyekre nem alkalmazható, illetve nehezen
alkalmazható ha a csoport generátorai között van nagy kanonikus magas-
ságú. A Huff görbék esetében két különböző modellnél is kidolgoztunk egy
Runge-módszeren alapuló eljárást, amely minden esetben korlátot szol-
gáltat az ismeretlen egész megoldásokra. Ezek a korlátok a Runge-módszer
esetében is lehetnek nagyok, ami az összes megoldás meghatározását nehéz-
zé teszi, így megadtunk egy redukciós eljárást, ami kiterjeszti a kezelhető
problémák körét.
Az
ax2 + by2 + cz2 = dxyz.
egyenlettel megadott úgynevezett Markoff-Rosenberger egyenlet esetében
olyan x, y, z egész megoldások meghatározásával foglalkoztunk, amelyek
egyszerre Fibonacci számok. Az (a, b, c, d) = (1, 1, 1, 3) egyenletre Luca
és Srinivasan határozta meg a megoldásokat, ahol például felmerül az
1 + F 22n−1 + F
2
2n+1 = 3F2n−1F2n+1
család. A Fibonacci számokra vonatkozó alapvető azonosságokon felül a
Luca és Srinivasan által kidolgozott módszert finomítottuk olyan módon,
hogy az adódó korlátok meghatározása után egységesen 1 génuszú görbék
egész pontjainak meghatározására vezettük vissza a problémát.
Sorozatok tulajdonságaival kapcsolatos diofantikus egyenletek.
Az Erdős-Graham probléma vizsgálata során egymást követő egészek
szorzataival foglalkozunk. Ilyen blokkok szorzata mikor lehet teljes négy-
zet? Ezt a kérdést tette fel Erdős és Graham. Az igen sok kutatást inspiráló
Erdős-Selfridge eredményre alapozva Erdős és Graham azt várta, hogy blok-
kok esetén is negatív válasz születik, azaz nem létezik megoldás. Itt az első
ellenpélda Ulastól származik. Két négyes blokk szorzata esetén a kérdés
nem tisztázott, itt az egyenlet az alábbi:
x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)(x+m)(x+m+ 1)(x+m+ 2)(x+m+ 3) = y2,
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amely egy 3 génuszú hiperelliptikus görbét definiál. Ezt visszavezettük 1
génuszú görbére és a Runge-módszer segítségével x-re lineáris felső korlátot
adtunk a blokkok távolságának függvényében. A teljes megoldáshoz kifej-
lesztettünk egy p-adikus redukciós eljárást. Az Erdős-Graham probléma
általánosításaként vizsgáltuk az alábbi diofantikus egyenleteket:
x(x+ 1)y(y + 1)(y + 2) = z2,
x(x+ 1)y(y + 1)(y + 2)(y + 3) = z2.
Paraméteres Pell-egyenletekre vonatkozó eredményeket felhasználva iga-
zoltuk, hogy végtelen sok megoldás létezik Z[t]-ben. Az Erdős-Graham










Itt a Baker-módszeren alapuló mély eredmények segítségével nyertünk
effektív végességi eredményeket. A numerikus eredmények esetében ellip-
tikus görbék különböző modelljei esetében határoztuk meg az egész pon-
tokat. A 2 génuszú esetekben a klasszikus Chabauty-módszert felhasz-
nálva határoztuk meg a racionális megoldásokat.
Vizsgáltuk a P (x) = Rn diofantikus egyenletet, amelyre vonatkozóan
Nemes és Pethő egy elegáns karakterizációs eredménye adta a motiváci-
ót. Megadtunk olyan polinom sorozatokat, amelyek esetében végtelen sok
megoldás garantált. Az irodalomban előforduló eredmények természetes












A kérdés ezekben az esetekben 2 génuszú görbék egész pontjainak
meghatározására vezet. Itt a megoldásokra a Baker-módszer segítségével
lehet korlátot adni. Ezek a korlátok nem teszik lehetővé praktikus algo-
ritmus megadását. Így itt a Mordell-Weil szita segítségével igazoltuk,
hogy ha létezik nem ismert egész pont a görbén, akkor annak mérete még
az előző Baker-korlátnál is nagyobbnak kell lennie. Ez a módszer a Lucas
számok esetében sikeresen működött, a Fibonacci számoknál az alsó korlá-
tot nem sikerült kiterjeszteni úgy, hogy a Baker-korlátnak ellentmondjon. A
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Fibonacci számok esetében így a hiperelliptikus logaritmus módszer se-
gítségével kezeltük a problémát, a korlátot az LLL-algoritmuson alapuló
redukciót (de Weger által bevezetett ötlet) felhasználva sikerült redukálni,
így a 2 és 4 Mordell-Weil rangú görbéken a leszámlálás már működött.
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2.1. Pethő egy problémájáról
Buchmann és Pethő [17] a K = Q(α) számtestben, ahol α7 − 3 = 0, vizs-
gálták az
NK/Q(x0 + x1α + . . .+ x6α
6) = 1
norma forma egyenletet. Megjegyezték, hogy a megoldások között található
a következő egység:
10 + 9α + 8α2 + 7α3 + 6α4 + 5α5 + 4α6,
azaz létezik olyan megoldás, amelynél az (x0, . . . , x6) ∈ Z7 koordináták
számtani sorozatot alkotnak. A fenti példa alapján Bérczes és Pethő [11]
vizsgálta a következő norma forma egyenletet:
NK/Q(x0 + x1α + . . .+ xn−1α
n−1) = m,
ahol K = Q(α) adott számtest, az x0, x1, . . . , xn−1 egészek pedig számtani
sorozatot alkotnak. Sikerült megmutatniuk, hogy csak véges sok megoldás
létezhet, ha bizonyos feltételek teljesülnek. Az egyik feltétel, amelyet nem






szám egy valós másodrendű algebrai szám legyen. Cikkükben egy ilyen
példát adtak: ha az x4 +2x3 +5x2 +4x+2 az α definiáló polinomja, akkor
β gyöke az x2 − 4x + 2 másodfokú polinomnak. Ezzel kapcsolatban tűzött
ki 2010-ben Pethő [69] egy problémát (Problem 6).
9
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α−1 másodfokú algebrai szám?
Legyen f(x) = x4+ ax3+ bx2+ cx+ d negyedfokú irreducibilis polinom,
ahol a, b, c, d ∈ Z és g(x) = x2+px+q polinom, amelyre p, q ∈ Q. Kiindulva
abból, hogy α gyöke az f(x)-nek és β = 4α4
α4−1 −
α
α−1 gyöke g(x)-nek, adódik
egy hatodfokú polinom, amelynek α gyöke. Azaz a hatodfokú polinom
osztható az f(x) polinommal. Legyen a maradék e1 + e2x + e3x2 + e4x3,
ahol
e1 : −3dpa2 + 5dpa+ 3dpb− 6dp− dqa2 + 2dqa+ dqb− 3dq − 9da2 + 12da+
+9db− 10d+ q,
e2 : 3dpa− 5dp+ dqa− 2dq + 9da− 12d− 3pa2c+ 5pac+ 3pbc− 6pc+ p−
−qa2c+ 2qac+ qbc− 3qc+ 2q − 9a2c+ 12ac+ 9bc− 10c,
e3 : −3dp− dq − 9d− 3pa2b+ 5pab+ 3pac+ 3pb2 − 6pb− 5pc+ 3p− qa2b+
2qab+ qac+ qb2 − 3qb− 2qc+ 3q − 9a2b+ 12ab+ 9ac+ 9b2 − 10b−
−12c+ 1,
e4 : −3pa3 + 5pa2 + 6pab− 6pa− 5pb− 3pc+ 6p− qa3 + 2qa2 + 2qab− 3qa−
2qb− qc+ 4q − 9a3 + 12a2 + 18ab− 10a− 12b− 9c+ 4.





· (a− 2b+ c) ·
·(233a4 − 352a3b+ 108a3c+ 168a3 + 368a2b2 − 264a2bc−
−624a2b+ 46a2c2 − 184a2c− 544a2 − 160ab3 + 128ab2c+
352ab2 − 16abc2 + 64abc+ 128ab− 4ac3 − 8ac2 + 768ac+
+640a+ 48b4 − 64b3c− 256b3 + 32b2c2 + 288b2c+ 384b2 −
−8bc3 − 144bc2 − 512bc+ c4 + 24c3 + 96c2 − 640c− 256).
A c = 2b− a esetben reducibilis polinomot kapunk. Az
F (a, b, c) = 233a4 − 352a3b+ 108a3c+ 168a3 + 368a2b2 − 264a2bc−
−624a2b+ 46a2c2 − 184a2c− 544a2 − 160ab3 + 128ab2c+
352ab2 − 16abc2 + 64abc+ 128ab− 4ac3 − 8ac2 + 768ac+
+640a+ 48b4 − 64b3c− 256b3 + 32b2c2 + 288b2c+ 384b2 −
−8bc3 − 144bc2 − 512bc+ c4 + 24c3 + 96c2 − 640c− 256.
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tényező vizsgálata marad. Ebben az esetben sikerül paraméteres megoldá-
sokat nyerni és függvénytest feletti görbék segítségével megválaszolni Pethő
kérdését.
1. Tétel (Tengely-Ulas [99]). Végtelen sok α4 + aα3 + bα2 + cα + d = 0






egy másodfokú algebrai szám. Továbbá végtelen sok α negyedfokú algebrai
szám létezik, amelyre a fent definiált β másodfokú algebrai szám valós.
2.2. Sorozatok és Huff görbék
1948-ban Huff [48] egy geometriai probléma vizsgálata során jutott el az
ax(y2 − 1) = by(x2 − 1)
egyenletcsaládhoz. Az így kapott egyenlet elliptikus görbére vezet. Az utób-
bi időben a kriptográfiai alkalmazások miatt a különféle modellek nagy nép-
szerűségre tettek szert (Edwards görbék, Montgomery görbék, Weierstrass
görbék, hogy egy párat említsünk). Az
y2 = x3 + Ax+B
rövid Weierstrass alakban adott görbék egész pontjainak meghatározására
az elliptikus logaritmus módszeren alapuló eljárást Gebel, Pethő és Zimmer
[36] és tőlük függetlenül Stroeker and Tzanakis [90] dolgozták ki. Az eljárás
sikere nagyban múlik azon, hogy a görbe Mordell-Weil rangját meg tudjuk-e
határozni. Erre vannak módszerek, de nincs ismert algoritmus, ami legalább
elméletben garantálná a rang meghatározását.
Wu és Feng [107] illetve Ciss és Sow [23] bevezették az alábbi általáno-
sított Huff görbéket:
Ha,b : x(ay
2 − 1) = y(bx2 − 1)
ahol a, b ∈ Z és
Hc,da,b : ax(y
2 − c) = by(x2 − d)
ahol a, b, c, d ∈ Z. Ezen modellek esetében megmutatjuk, hogy az egész
pontok meghatározására alkalmazható a Runge-módszer [81], amely egy
hatékony algoritmust is szolgáltat.
A Ha,b modell egész pontjaival kapcsolatban igazoljuk a következő ered-
ményt.
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2. Tétel (Tengely [96]). A Ha,b : x(ay2 − 1) = y(bx2 − 1), a, b, x, y ∈ Z
diofantikus egyenlet megoldásai a következők lehetnek:
(a, b, x, y) = (a, b, 0, 0) ahol a, b ∈ Z,
(a, b, x, y) = (a, a, x, x) ahol a, x ∈ Z,
(a, b, x, y) = (1, 1,−1, 1),
(a, b, x, y) = (1, 1, 1,−1),
(a, b, x, y) = (−1,−1,−1, 1),
(a, b, x, y) = (−1,−1, 1,−1),
(a, b, x, y) = (a, 2− a,−1, 1) ahol a ∈ Z,
(a, b, x, y) = (a, 2− a, 1,−1) ahol a ∈ Z.
A tétel jól karakterizálja az egész megoldásokat, így le tudjuk írni az első
koordinátákban számtani sorozatot alkotó pontokat.
1. Következmény (Tengely [96]). A Ha,b egyenletnek tekintsük az
(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)
megoldásait, amelyeknél (x1, x2, x3) számtani sorozatot alkot és legfeljebb egy
(xi, yi) pont esetében teljesül, hogy xi = yi. Ekkor
(x1, x2, x3) = (−3,−1, 1), (−1, 0, 1), (1, 0,−1) vagy (1,−1,−3).
Vezessük be a φ(a, b, c, d) = (a2c − 81)(a2c − 81 − b2d) jelölést. A Hc,da,b
modell egész pontjaival kapcsolatban a következő eredményt adjuk.
3. Tétel (Tengely [96]). Legyen a, b, c, d ∈ Z úgy, hogy abcd(a2c− b2d) 6= 0.
Az L1, L2, U1, U2 értékeket a következő módon definiáljuk:
L1 = −19
√




φ(a, b, c, d),
L2 = −19
√
−φ(a, b,−c,−d), U2 = 19
√
φ(a, b,−c,−d).
Legyen m0 = min({0}∪{Li : i = 1, 2, Li ∈ R}) és M0 = max({0}∪{Ui : i =












≤ x ≤ M0
b
ha b > 0,
M0
b
≤ x ≤ m0
b
ha b < 0.
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Diofantikus egyenletek esetében általában érdekesnek számítanak azok,
amelyeknél sok megoldás létezik vagy létezik nagy megoldás. A bevezető
részben említettünk néhány eredményt, amelyekben adott algebrai görbe
pontjai között keresnek az x-koordinátában számtani sorozatot alkotókat.
A Hc,da,b modell esetében ilyen irányban pozitív Mordell-Weil rangú elliptikus
görbékre építve igazoljuk a következő eredményt.
4. Tétel (Tengely [96]). Végtelen sok (a, b, c, d) ∈ Z4 létezik úgy, hogy a
Hc,da,b diofantikus egyenlet egész megoldásai között létezik 9, amelyeknél az
x-koordináták számtani sorozatot alkotnak.
2.3. Markoff-Rosenberger egyenletek és
Fibonacci számok
Markoff [60] vizsgálta az
x2 + y2 + z2 = 3xyz
diofantikus egyenlet egész megoldásait. Az egyenletnek végtelen sok megol-
dása létezik az egészek körében. Amennyiben (x, y, z) egész megoldás, úgy
szintén megoldás az (x, y, 3xy − z). Így pédául az (1, 1, 1) megoldásból ki-
indulva adódik az (1, 1, 2) megoldás. Rosenberger [80] bevezette a Markoff
egyenlet következő általánosítását:
ax2 + by2 + cz2 = dxyz. (2.1)
Megmutatta, hogy ha a, b, c páronként relatív prím egész számok és a, b, c|d,
akkor a (2.1) egyenletnek létezik triviálistól különböző megoldása, ha
(a, b, c, d) ∈ {(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 3), (1, 1, 2, 2), (1, 1, 2, 4), (1, 1, 5, 5), (1, 2, 3, 6)}.
A (2.1) egyenlettel kapcsolatban sok szép eredmény született, ezek közül
ragadunk ki párat a következőekben. Silverman [87] imaginárius kvadra-
tikus számtestek esetében vizsgálta a (2.1) egyenletet az a = b = c = 1
esetben. Baer és Rosenberger [4] szintén imaginárius kvadratikus szám-
testek felett tanulmányozták a (2.1) egyenletet. González-Jiménez és Tor-
nero [39] olyan megoldásokat kerestek, amelyek számtani sorozatot alkot-
nak. González-Jiménez [38] cikkében geometriai sorozatokat alkotó megol-
dások esetében nyert eredményt. Például megmutatta, hogy az (a, b, c, d) =
(1, 1, 1, 3) klasszikus esetben a Q(
√
5) számtest feletti megoldások esetében
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az (56 − 24
√
5, 16, 56 + 24
√
5) megoldás megfelelő. A Fibonacci számok
esetében egy jól ismert azonosság a következő:
1 + F 22n−1 + F
2
2n+1 = 3F2n−1F2n+1,
azaz a klasszikus Markoff egyenletnek megoldása az
(x, y, z) = (1, F2n−1, F2n+1).
Luca és Srinivasan [54] meghatározták a klasszikus Markoff egyenlet összes
olyan megoldását, amelyben a koordináták egyszerre Fibonacci számok.
Természetes folytatás a Markoff-Rosenberger egyenletek esetében megad-
ni az összes Fibonacci számokból álló megoldást, azaz ahol (x, y, z) =
(Fi, Fj, Fk).. Luca és Srinivasan módszerét követve az első lépésben korlátot
nyerünk az i-re. Luca és Srinivasan a folytatásban a Fibonacci sorozatra
vonatkozó eredményekre építve haladt, ami a Markoff-Rosenberger egyen-
letek esetében nehezebben kivitelezhető. Ehelyett egy új utat követünk, az
i-re vonatkozó korlátot felhasználva adunk meg korlátot a k − j értékre.
Ez a lépés lehetővé teszi, hogy a problémát visszavezessük y2 = f(x) alakú
egyenletekre, ahol f negyedfokú polinom. Így igazolni tudjuk a következő
eredményt.
5. Tétel (Tengely [97]). Tekintsük a (2.1) egyenletet az
(a, b, c, d) ∈ {(1, 1, 1, 1), (1, 1, 2, 2), (1, 1, 2, 4), (1, 1, 5, 5), (1, 2, 3, 6)}
paraméterekkel. Az összes, csak Fibonacci számokból álló
(x, y, z) = (Fi, Fj, Fk)
megoldás a következő táblázatban adott.
(a, b, c, d) megoldások
(1, 1, 1, 1) {(3, 3, 3)}
(1, 1, 2, 2) {(2, 2, 2)}
(1, 1, 2, 4) {(1, 1, 1), (1, 3, 1), (1, 3, 5), (3, 1, 1), (3, 1, 5)}
(1, 1, 5, 5) {(1, 2, 1), (1, 3, 1), (1, 3, 2), (2, 1, 1), (3, 1, 1), (3, 1, 2)}
(1, 2, 3, 6) {(1, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 2, 3), (5, 1, 1)}
.
2.4. Erdős-Graham típusú egyenletek
Erdős és Selfridge [32] egy nevezetes tétele szerint egymást követő egész
számok szorzata nem lehet teljes hatvány. A probléma általánosítása d ≥ 1
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differenciájú számtani sorozatok egymás utáni elemeinek szorzatára a té-
makör nehéz sejtése. A kérdés az
n(n+ d) · · · (n+ (k − 1)d) = byl (2.2)
diofantikus egyenletre vezet. Tekintsük először az l = 2 esetet. Már Euler
igazolta ([28] 440 és 635 oldalak), hogy a (2.2) egyenletnek nincs megoldása,
ha k = 4 és b = 1. Később Obláth [68] kiterjesztette az eredményt a k = 5
esetre. Erdős [30] és Rigge [76] egymástól függetlenül belátták, hogy a
(2.2) egyenletnek nincs megoldása, ha b = d = 1. Hirata-Kohno, Laishram,
Shorey és Tijdeman [47] teljesen megoldották a (2.2) egyenletet, amikor 3 ≤
k < 110 és b = 1. Tengely [93] eredményével kombinálva a fenti probléma
összes megoldását megkapjuk, ha 3 ≤ k ≤ 100, P (b) < k.
Tekintsük most az l ≥ 3 esettel kapcsolatos eredményeket. Erdős és Sel-
fridge [32] igazolta, hogy a (2.2) egyenletnek nincs megoldása, ha b = d = 1.
Általánosabb esetben, amikor P (b) ≤ k és d = 1 Saradha [82] bizonyította,
hogy k ≥ 4 feltétel mellett az egyenletnek nincs olyan megoldása, amelyre
P (y) > k. Felhasználva Darmon és Merel [26] eredményét, Győry [41] hason-
ló tételt igazolt a k = 2, 3 esetekben. Abban az esetben, amikor elhagyjuk
a d-re vonatkozó megszorítást is, Győry [42] belátta, hogy k = 3, P (b) ≤ 2
mellett nem létezik megoldása az egyenletnek. További általános eredmé-
nyeket találunk a [9], [44] és a [45] dolgozatokban. Többek között igazolást
nyert, hogy a (2.2) egyenletnek nincs megoldása, ha b = 1 és k < 35.
Legyen f(n, k) = n(n+1) · · · (n+k−1).Ahogyan korábban megjegyeztük
Erdős és Selfridge igazolta, hogy f(n, k) nem lehet teljes hatvány, ha n ≥
1, k ≥ 2. Tekintsük a következő általános egyenletet
r∏
j=1
f(nj, kj) = x
2,
rögzített r ≥ 2 és {k1, . . . , kr} mellett, ahol ki ≥ 4, i ∈ {1, . . . , r}. Erdős
és Graham [31] felvetették a problémát, hogy a fenti egyenlet esetében vé-
gességi állítás teljesül-e. Ulas [103] megmutatta, hogy r = 4 vagy r ≥ 6
esetében, ha ki = 4, akkor végtelen sok megoldás létezik. Bauer és Bennett
[8] hasonló eredményt nyert r = 3 és r = 5 esetében. 2012-ben Bennett
és Van Luijk [10] igazolta, hogy r ≥ 5 és ki = 5 mellett is létezik végtelen
sok megoldás. Az általános sejtés az, hogy végtelen sok megoldás léte-
zik, ha r elég nagy az intervallumok hosszának maximumához képest. Az
Erdős-Graham problémakörben először a két négyes blokk szorzatával kap-
csolatos eredményeket tárgyaljuk, ez a speciális eset nem lett lefedve Bauer
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és Bennett [8] cikkében és csak részeredmények találhatóak Luca és Walsh
[55] publikációjában, amelyben a Pell-egyenletek elméletét felhasználva bi-
zonyos feltételek mellett a megoldásszámra adnak korlátot. Mi a blokkok
távolságának függvényében nyerünk korlátot a lehetséges megoldásokra fel-
használva a Runge-módszert. A korlátra építve egy hatékony algoritmust
adunk az összes megoldás meghatározására. Az egyenletünk a két négyes
blokk esetében az alábbi módon írható:
x(x+1)(x+2)(x+3)(x+m)(x+m+1)(x+m+2)(x+m+3) = y2, (2.3)
ahol 4 ≤ m ∈ N.
6. Tétel (Tengely [95]). Amennyiben (x, y) ∈ N2 megoldása a (2.3) egyen-
letnek, akkor
1 ≤ x ≤ 1.08m.
A korlátra épülő algoritmus segítségével a következő eredményt nyerjük.
7. Tétel (Tengely [95]). A (2.3) egyenlet egyetlen (x, y) ∈ N2 megoldása a
4 ≤ m ≤ 106 feltétel mellett a következő:
(x, y) = (33, 3361826160),
amely m = 1647-nél lép fel.
Különböző hosszúságú blokkok esetében Bauer és Bennett [8] nyert ered-
ményeket, megmutatták, hogy bizonyos hosszúságú blokkok esetén létezik
végtelen sok megoldás. A megoldásaik viszont exponenciálisan nőnek. Egy
természetes lépés vizsgálni léteznek-e polinomokkal paraméterezhető meg-
oldások. Ebben az irányban a következő eredményeket értük el.
8. Tétel (Tengely-Ulas [98]). A következő diofantikus egyenleteknek végtelen
sok megoldása létezik a Z[t] gyűrűben:
x(x+ 1)y(y + 1)(y + 2) = z2,
x(x+ 1)y(y + 1)(y + 2)(y + 3) = z2
Az alábbi diofantikus egyenletnek létezik legalább két megoldása a Z[t] gyű-
rűben.
x(x+ 1)y(y + 1)(y + 2)(y + 3)(y + 4) = z2
Hasonló eredményt sikerült nyerni olyan esetekben is, amikor a blokkok
szorzata nem teljes négyzet, hanem szintén egy blokk.
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9. Tétel (Tengely-Ulas [98]). A következő diofantikus egyenleteknek végtelen
sok megoldása létezik a Z[t] gyűrűben:
x(x+ 1)y(y + 1)(y + 2) = z(z + 1),
x(x+ 1)y(y + 1)(y + 2)(y + 3) = z(z + 1)
Tekintsük a következő additív változatát az Erdős-Graham problémá-
nak:
fk(x) = y








Az fk(x) polinom 1 főegyütthatós és a foka k+1.Az egyenlettel kapcsolatban
a Baker-módszer segítségével effektív végességi állítást bizonyítunk.
10. Tétel (Laishram-Hajdu-Tengely [46]). A (2.4) egyenlet megoldásaira
igazak a következők:
i) ha k ≥ 1 és y 6= 0,−1 akkor n < c1(k),
ii) ha k ≥ 1 és n ≥ 3 akkor max(n, |x|, |y|) < c2(k),
iii) ha k ≥ 1, k 6= 2, és n = 2 akkor max(|x|, |y|) < c3(k).
A c1(k), c2(k), c3(k) konstansok effektíve kiszámolhatóak és csak k értékétől
függnek.
Rögzített k esetén a probléma numerikusan is kezelhető, ha k nem túl
nagy. Ebben az irányban az alábbi tételt igazoljuk.
11. Tétel (Laishram-Hajdu-Tengely [46]). Legyen 1 ≤ k ≤ 10 úgy, hogy
k 6= 2 ha n = 2. Ekkor a (2.4) egyenlet megoldásai a következők: (x, y) =
(−2, 0), (0, 0), k, n tetszőleges; (x, y) = (−1,−1), k, n ≥ 3 tetszőleges;
(x, y, k, n) = (−4, 2, 1, 3), (2, 2, 1, 3), (2, 2, 2, 5).
A (2.4) egyenlet esetében az eredeti Erdős-Graham problémában szerep-
lő blokkok szorzata helyett blokkok összegét tekintettük. Az alábbiakban
egy még általánosabb additív változatot tekintünk. Jelölje N0 a nem nega-
tív egészek halmazát és N≥k a k-nál nagyobb egyenlő nem negatív egészek
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Továbbá legyen
An = {(a1, . . . , ak) ∈ Nk0 : ai < ai+1 ahol
i = 1, 2, . . . k − 1, ak < n és k ∈ {1, . . . , n− 1}}.
Adott m ∈ N≥2 és T = (a1, . . . , ak) ∈ An esetén tekintjük az alábbi diofan-
tikus egyenletet




Megjegyezzük, hogy a T = (0, 1, . . . , n − 1) ∈ An választás mellett a fenti
egyenlet megfelel a (2.4) egyenletnek. A (2.5) egyenlet esetében a következő
eredményt igazoljuk.
12. Tétel (Tengely-Ulas [100]). Legyen n ∈ N≥2, T = (a1, . . . , ak) ∈ An.
Amennyiben a1 ≥ 2 vagy a1 = 1, a2 = 3, a3 ≥ 5, akkor az ym = gT (x)
egyenlet egész megoldásaira igazak a következők:
1. ha y 6= 0, akkor m < c1(n),
2. ha m ≥ 3, akkor max{m, |x|, |y|} < c2(n),
3. ha m = 2, akkor max{|x|, |y|} < c3(n).
Ahol c1(n), c2(n), c3(n) effektíve kiszámolható csak n-től függő konstansok.
2.5. Rekurzív sorozatok és polinom
reprezentációk
Legyenek A,B,R0, R1 egész számok. Az Rn bináris lineáris rekurzív soro-
zatot definiáljuk a két kezdőértékével (R0, R1) és a
Rn+1 = ARn −BRn−1, n ≥ 1.
rekurzív relációval. Egy ilyen sorozatot nem degeneráltnak nevezünk, ha
|R0|+|R1|> 0 és az x2−Ax+B karakterisztikus polinom α1, α2 ∈ C gyöke-
inek hányadosa nem egységgyök. Vezessük be továbbá a következő jelölése-
ket: C = R21−AR1R0+BR20 ésD = A2−4B. Jelölje Tk(x) a k fokú Csebisev-
polinomot, azaz a T0(x) = 2, T1(x) = x és Tn+1(x) = xTn(x)−Tn−1(x), n ≥ 1
módon definiált polinomot. Nemes és Pethő [67] elegáns karakterizációt ad-
tak meg milyen esetekben fordulhat elő, hogy egy a fenti módon definiált
nem degenerált másodrendű rekurzív sorozat elemei közül végtelensok rep-
rezentálható legyen egy adott polinom segítségével. Eredményük az alábbi.
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13. Tétel (Nemes-Pethő [67]). Legyen Rn a fenti módon definiált lineáris




polinom, amire d ≥ 2. Legyen q = −BmC/D és E = 2(d − 1)A2d−1 −
4dAdAd−2. Amennyiben az Rn = P (x) egyenletnek végtelensok n, x egész
megoldása létezik, akkor















ahol ε és η az 1 vagy −1 értékeket veszik fel. Továbbá az x vagy a P ′(x) egész
gyöke vagy d|Ad|x + Ad−1 eleme véges sok másodrendű Di diszkriminánsú
rekurzív sorozat uniójának, ahol D/Di négyzetszámok.
Speciálisan a Fibonacci sorozat esetében Nemes és Pethő megjegyezték,
hogy a fenti eredmény alapján az Fn = P (x) egyenletnek csak akkor lehet
végtelen sok megoldása, ha P fokszáma páratlan. Példát adtak arra is, hogy
ha a polinom a tételben szereplő alakú még előfordulhat, hogy az Rn = P (x)
egyenletnek csak véges sok megoldása létezik. Így természetesen adódó
probléma olyan polinomok, polinom családok megadása, amelyek esetében
valóban végtelen sok megoldás létezik.
Adott fokszám esetén Lagrange interpolációt felhasználva megadhatunk
adott Fibonacci számokat reprezentáló polinomokat. Páldául d = 3 eseté-



















polinom. A polinom egész együtthatós, ha n ≡ 0 (mod 4) és n 6≡ 0
(mod 3). Azaz, például F16 = 987 esetében a harmadfokú polinom:
164x3 − 492x2 + 329x.
A d = 2 esetben a P2,k(x) = 3x2+(6k+2)x+k(3k+2) formulával megadott
család reprezentálja a 0, 1, 5, 8, 21, 4181 Fibonacci számokat:
P2,k(−k) = 0, P2,k(−k − 1) = 1, P2,k(−k + 1) = 5,
P2,k(−k − 2) = 8, P2,k(−k − 3) = 21, P2,k(−k + 37) = 4181.
Végtelen sok Fibonacci szám reprezentálhatóságával kapcsolatban az
alábbi eredményt kaptuk.
14. Tétel (Tengely-Ulas [101]). Adott a ∈ C \ {−1, 0, 1} esetén tekintsük a
(Pn(a))n∈N sorozatot, ahol
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[t] polinom úgy, hogy az Fk(a, t) = Pn diofantikus egyenletnek végtelen
sok egész n, t megoldása van.
Fontos megjegyezni, hogy a tételben szereplő polinom konstruktív mó-
don meg is lett határozva, a rekurzív előállítás a következő:
F1(a, t) = t, F2(a, t) =
1
a2
t((a2 − 1)2t2 + 3a2),
Fk(a, t) =
(a2 − 1)2t2 + 2a2
a2
Fk−1(a, t)− Fk−2(a, t), k ≥ 3.
Speciálisan a Fibonacci sorozatra a következő eredmény adódik.




, ahol i2 = −1.
Ekkor
P4n−3(a) = F4n−3, P1−4n(a) = F4n−1,










diofantikus egyenletnek végtelen sok n, t egész megoldása létezik.
Az eredményben szereplő polinomok kis fokszám esetén az alábbiak:
n Fk(a, (−1)k+1t)
2 t (5t2 − 3)
3 5t (5t4 − 5t2 + 1)
4 t (125t6 − 175t4 + 70t2 − 7)
5 t (5t2 − 3) (125t6 − 150t4 + 45t2 − 3)
6 t (3125t10 − 6875t8 + 5500t6 − 1925t4 + 275t2 − 11)
7 t (15625t12 − 40625t10 + 40625t8 − 19500t6 + 4550t4 − 455t2 + 13)










Tekintsünk néhány konkrét esetet, amelyben binomiális együtthatók-
kal kapcsolatos polinomokkal szeretnénk Fibonacci számokat reprezentálni.




+ d = Fn
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diofantikus egyenletet, rögzített d ∈ Z esetén. Felhasználva a Fibonacci
és Lucas számok közötti L2n − 5F 2n = 4(−1)n összefüggést a probléma re-
dukálható hiperelliptikus görbék egész pontjainak meghatározására, ahol a
család a következő:
Cd,± : y
2 = 5x4 − 10x3 + (20d+ 5)x2 − 20dx+ 20d2 ± 16.
Az alábbi eredményt nyertük ebben az esetben.





+ d = Fn diofantikus egyenlet egész
megoldásaira a −20 ≤ d ≤ 20 feltétel mellett az alábbiak teljesülnek:
d = −20, n ∈ {1, 2, 6, 13, 15}, d = −19, n ∈ {3}, d = −18, n ∈ {4},
d = −16, n ∈ {5, 11}, d = −15, n ∈ {0, 7, 8}, d = −14, n ∈ {1, 2},
d = −13, n ∈ {3, 6}, d = −12, n ∈ {4}, d = −11, n ∈ {9, 10}, d = −10, n ∈ {0, 5},
d = −9, n ∈ {1, 2, 12}, d = −8, n ∈ {3, 7}, d = −7, n ∈ {4, 6, 8}, d = −6, n ∈ {0},
d = −5, n ∈ {1, 2, 5, 19}, d = −4, n ∈ {3}, d = −3, n ∈ {0, 4, 16},
d = −2, n ∈ {1, 2, 6, 7, 9, 11}, d = −1, n ∈ {0, 3, 5, 14}, d = 0, n ∈ {0, 1, 2, 4, 8, 10},
d = 1, n ∈ {1, 2, 3, 17}, d = 2, n ∈ {3, 4, 5, 6, 13}, d = 3, n ∈ {4, 7}, d = 4, n ∈ {5},
d = 5, n ∈ {5, 6}, d = 6, n ∈ {8, 9}, d = 7, n ∈ {6, 7}, d = 8, n ∈ {6, 12, 24},
d = 10, n ∈ {7, 10}, d = 11, n ∈ {8, 11}, d = 12, n ∈ {7}d = 13, n ∈ {7, 9},
d = 15, n ∈ {8, 15}, d = 18, n ∈ {8}, d = 19, n ∈ {9, 10}, d = 20, n ∈ {8}.






diofantikus egyenletekkel kapcsolatban rögzített k esetén. A Fibonacci so-
rozat esetében is meghatározták a binomiális együtthatókat, amelyeknél k
legfeljebb 4, azaz a probléma 1 génuszú görbére vezet. Itt az elliptikus lo-
garitmus módszer eredményesen alkalmazható. A k = 5 eset már 2 génuszú
hiperelliptikus görbékre vezethető vissza. Ezekre vonatkozóan vizsgáljunk
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A Fibonacci számokra vonatkozó eredményt a Gallegos-Ruiztól származó
[35] úgynevezett hiperelliptikus logaritmus módszer felhasználásával sikerült
kezelni, a Lucas számok esetében pedig a Baker-módszeren és a Mordell-
Weil szitán alapuló Bugeaud, Mignotte, Siksek, Stoll és Tengely [19] által
kidolgozott eljárást alkalmaztuk.
16. Tétel (Tengely-Ulas [101]). A (2.6) egyenlet x ≥ 5 egész megoldásai a
következőek: (n, x) ∈ {(1, 5), (2, 5), (8, 7)}.
17. Tétel (Tengely [94]). A (2.7) egyenlet x ≥ 5 egész megoldása a követ-
kező: (n, x) = (1, 5).
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